Contents

1 Groups of transformations 1 1.1 Symmetry of the equilateral triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 Active and passive transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.3 The group multiplication table . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.4 Symmetry of the circle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.5 Transformation groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.6 Symmetry and symmetry groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.7 The symmetric group S_n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.8 Other ways to factorize permutations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.9 Homogeneous spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.10 Fixed point group and cosets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.11 Permutation of boxes and permutation of balls . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Group theory 25 2.1 The group axioms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.2 Left and right translation, conjugation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 2.3 Example: conjugation classes in S_n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 2.4 Subgroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2.5 Cosets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.6 Example: normal subgroups of S_n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.7 Factor groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 2.8 Homomorphisms and isomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 2.9 Direct and semidirect product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.10 Group extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3 Finite dimensional group representations 41 3.1 Matrix representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 3.2 Reducible and irreducible representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 3.3 Direct sum and direct product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 3.4 Schur’s lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 3.5 Unitary and orthogonal representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 3.6 Characters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 3.7 The contragredient representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

i ii CONTENTS

4 Complex representations of finite groups 57 4.1 Unitarity and reducibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 4.2 The group algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.3 The regular representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 4.4 Representation matrices in the group algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 4.5 The irreducible matrix representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 4.6 The centre of the group algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 4.7 More about characters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5 Linear groups 73 5.1 Orthogonal, unitary and symplectic groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 5.2 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 5.3 Infinitesimal transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6 Linear Lie groups 77 6.1 The exponential function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 6.2 From Lie group to Lie algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 6.3 The adjoint representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 6.4 From Lie algebra to Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

7 Examples of Lie groups: SO(3) and SU(2) 87 7.1 The Lie group SO(3) = SO(3, R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 7.2 The adjoint representation of so(3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 7.3 Conjugation classes in SO(3), and invariants of so(3) . . . . . . . . . . . . . . 90 7.4 The Lie group SU(2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 7.5 Covering groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 7.6 Lie group global structure from the Lie algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8 Example of a Lie group: SL(2, R) 95 8.1 The adjoint representation of sl(2, R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 8.2 The relation between a Lie group and its Lie algebra . . . . . . . . . . . . . . 99

A Algebraic concepts 101 A.1 Number fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 A.2 Algebras and division algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 A.3 Algebraic numbers and algebraic integers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

B Finite dimensional linear algebra 107 B.1 Vector spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 B.2 Linear transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 B.3 Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 B.4 Subspaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 B.5 Trace and determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 B.6 Eigenvalues and eigenvectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122