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Strogatz, oppgave 6.3.16

Gitt bevegelsesligningene

t=a+a’—ay=flz,y), yg=y'-2*-1=g(zy).
Jacobi-matrisen til systemet er

el el
A= 5£ 55 _ 2r —y —x
g% gg -2z 2y |

a) Anta forst at a = 0. Da er £ = 0 for z = 0 og for z = y, mens § = 0 for y = £v/1 + z2.
Det finnes to fikspunkt, nemlig (z,y) = (0,1) og (0, —1). Jacobimatrisen i fikspunktene

er
([ F1 0
A= < 0 =+2 ) '
Summen av egenverdiene er 7 = Tr A = +1, og produktet av dem er A = det A = —2.
Begge fikspunktene er sadelpunkt, fordi Jacobi-matrisen har en positiv og en negativ
egenverdi. Det finnes en heteroklin bane (fra det ene sadelpunktet til det andre) med
z =0 og med
g=y*—1.

Ligningen for y kan vi lgse eksplisitt ved a separere variable, vi skriver

dy dy( 1 1 )
dt: 5 = — _ ,
ys—1 2 \y—-1 y+1

og med en integrasjonskonstant ¢g har vi at
2(t—to) =Inly—1|—Injly+1]|.
Vi kan gjerne velge 9 = 0. For den lgsningen vi er ute etter, er —1 < y < 1, slik at

eztzl_y’
I+y

eller omvendt,

1—e2t  eot_et bt
= = = —tanht.
1+eX et4el

Y
b) Antasidat a #0. Dagirz =0at £ =a # 0. For 4 fa £ = 0 og y = 0 ma vi ha at
y::v-l—g:j:\/l-l—x?.
x

Dette gir en ligning for z, og kvadrering av den gir at

a2
x2-|—2a-|——2:1-|—;102,
x



med lgsninger

r ==

a a 1—a
—_— = +—:i< +V1 2) .
Vi=2a Y= V=24 @ VI=2a

For at disse lgsningene skal vare reelle, ma vi ha a < 1/2. Merk: det er to lgsninger,
ikke fire, lgsningene er nemlig

a 1—a
Vi—2a® YT\ i-2a

og
a 1—a

SA-2a’ VT /-2

T =—

Prgv selv fglgende lille Maple-program for & lage faseportrett:

>

vV VVYVVYV

with(DEtools):

a :=0.3:
DEplot (
[diff (x(t),t)=a+x(t) "2-x(t)*y(t)
,diff (y(t),t)=y(t) "2-x(t) ~"2-1]
, [x(8),y(£)],t=0. .4,x=-2..2,y=-3..3
, [[x(0)=-1.0,y(0)=0.8]],stepsize=0.05) ;

Strogatz, oppgave 6.4.7 (laser med to moder)

For a forenkle notasjonen en smule kan vi definere k1 = k1/G1 og ko = ko/G2. Husk at k; og
ko er dempningsparametre, det samme kan vi da si om k1 og Ko.
Bevegelsesligningene har formen

n1 = G1(No — ain1 — agng — k1)1 ,

ng = Go(No — a1ng — agng — Ko)ng ,

og Jacobi-matrisen er

Py o
A= 8_21 B_Z; _ G1 (NO —201n1 — agno — "71) —Gragng
3—2? 3—23 —Gaang Go(Ny — a1ng — 2a9n9 — Ko)

a)

b)

Stabilitet av fikspunktet n; = ngy = 0. Linearisering her bestar rett og slett i a stryke
alle ledd som er kvadratiske i n; og ng, dvs. alle ledd med «; og ay. Det gir ligningene

n1 = G1(Nyg — k1)n ,
7;L2 = GQ(N() - HQ)?’LQ .

De to modene er ikke koplet i disse linariserte ligningene. Den fgrste moden er stabil
for Ny < k1 og den andre moden er stabil for Ny < k.

De andre fikspunktene er som fplger. En mulighet, tilfelle (i), er ny = 0 og

No—agng—/ﬁzzo,



dvs.
No — ko
ny = 0 y ng = —.
ag
Vi ma forutsette at Ny > ko, og da er mode 2 ustabil i fikspunktet n; = no = 0.
Tilsvarende kan vi ha, som tilfelle (ii),
Ny — &
ng =0, ny = LA
a1
Eksistensen av dette fikspunktet forutsetter at Ny > k1, hvilket betyr at mode 1 er
ustabil i fikspunktet nqy = no = 0.
Den siste muligheten, tilfelle (iii), er at kK1 = k2 = Kk 0g

aing +aono = Ny — K .

Denne ligningen definerer en rett linje i (n1, n2)-planet der hvert punkt er et fikspunkt.
Vi ma her forutsette at Ny —x > 0, og dermed er begge modene er ustabile i fikspunktet
nET =ng = 0.

Jacobi-matrisen i fikspunktet er i tilfelle (i)

A:<G1(Fé2—l€1) 0 >,

—GQOél’nQ —GQCVQ’NQ
i tilfelle (ii)

A —Giroany  —Gragng
0 GQ(K,l — KQ) ’

og i tilfelle (iii)

A —Groant —Gragng
T\ —Goaing —Goasng |

I tilfellene (i) og (ii) er egenverdiene lik diagonalelementene i matrisen.

Det kan tenkes at bare det ene av disse to fikspunktene eksisterer, vi kan f.eks. ha at
ko < Ny < K1, slik at bare fikspunkt (i) eksisterer. I sa fall er dette fikspunktet stabilt,
idet begge egenverdiene G1 (k2 — k1) 0g —Gaa1n2 er negative.

Tilsvarende, dersom k1 < Ny < kg, eksisterer fikspunkt (ii) og er stabilt, mens fikspunkt
(i) ikke eksisterer.

Det kan ogsa tenkes at begge fikspunktene (i) og (ii) eksisterer, dvs. at kK1 < Ny og
ko < Np. I sa fall er (i) stabilt og (ii) ustabilt dersom k2 < K1 < Ny, og omvendt er (ii)
stabilt og (i) ustabilt dersom k1 < ko < Nj.

Tilfelle (iii) forutsetter at k1 = k2 = kK < Np, slik at begge modene er ustabile i
fikspunktet n; = ny = 0. Siden summen av egenverdiene til matrisen A er

T=TrA=—(Graini + Gaagnz) <0,
og produktet av egenverdiene er
A=detA=0,

sa er den ene egenverdien negativ og den andre lik 0. Hvert punkt pa den rette linjen
ainitasny = Ng—«k er da et stabilt fikspunkt, i den forstand at vi alltid vil f4 konvergens



mot ett eller annet punkt pa linjen. Sett fra et annet synspunkt er disse fikspunktene
marginalt stabile, idet retningen langs linjen er en egenvektor med egenverdi 0, vi har
hverken konvergens eller divergens i retning langs denne linjen.

c) Viser at systemet har ngyaktig ett stabilt fikspunkt, med unntak av det spesielle tilfellet
K1 = kg = Kk < Ny, der det finnes en rett linje som bestar av stabile fikspunkt.
Vi finner fglgende kvalitativt forskjellige faseportrett i det fysiske omradet med ny > 0
og no > 0.

— Ett fikspunkt: n; = ny = 0, som er stabilt.

To fikspunkt: n; = ne = 0, som er ustabilt; og n1 = 0, no > 0, som er stabilt.

— To fikspunkt: n; = ng = 0, som er ustabilt; og n; > 0, no = 0, som er stabilt.

Tre fikspunkt: n; = no = 0, som er ustabilt; ny > 0, no = 0; nqy > 0, no = 0. Ett
av de to siste er ustabilt og ett er stabilt.

— Ett isolert fikspunkt: n; = ne = 0, som er ustabilt; dessuten uendelig mange stabile
fikspunkt (strengt tatt marginalt stabile) som ligger pa en rett linje.

Strogatz, oppgave 6.5.5

Gitt bevegelsesligningen

ov
— — 2 _ = 3 _ 2 _ 2:——
i=(r—a)(z°—a)=2"—az®—ar+a 5
med
V:—Zx4+§m3+%m2—a2w

Hvis a < 0, finnes det ett fikspunkt, nemlig z = a.
Hvis a > 0, finnes det tre fikspunkt, nemlig z = a og z = ++/a. Unntaket er nir a = 1, da
finnes det to fikspunkt z = +1.

Vi kan kjgre fram standardmaskineriet for & analysere ligningen: gjgre om til to fgrsteordens
ligninger, finne fikspunktene og linearisere omkring dem.

Eller vi kan tenke pa dette systemet som en partikkel pa en linje i potensialet V = V(x).
Siden V' — —oo nar |z| — oo, vil enten z(t) — oo eller z(t) - —oo for ¢ — oo, unntatt
dersom partikkelen er fanget naer et lokalt minimum av V.

Fikspunktet £ = —/a er et lokalt maksimum for V', derfor er det ustabilt.

Hvis 0 < a < 1,83 er 0 < a < y/a. Da er fikspunktet z = a et lokalt minimum for V, og
folgelig stabilt, mens fikspunktet z = /a er et lokalt maksimum for V', fglgelig ustabilt.
Hvis 1 < a, sa er rollene byttet om mellom a og 1/a, idet 0 < v/a < a.

Strogatz, oppgave 6.5.7

Den eksakte rotasjonssymmetriske lgsningen av Einsteins ligning for gravitasjonsfeltet ble
funnet av Schwarzscild i 1916 og er oppkalt etter ham. Bevegelsesligningen for en liten punkt-
partikkel (en planet!) i dette gravitasjonsfeltet har den oppgitte formen,

d?u 9

Eﬁ‘UZOA‘FGU .



A utlede denne ligningen ville fgre for langt her, men vi kan repetere utledningen av den
tilsvarende ikke-relativistiske bevegelsesligningen.

La M veere solmassen og m planetmassen. Fordi M >> m, er det en god tilnserming & anta
at Sola ikke beveger seg. I Einsteins teori, den generelle relativitetsteorien, er en slik forenkling
ngdvendig, men i Newtons teori, det ikke-relativistiske tilfellet, kan to-partikkelproblemet
lgses eksakt uten denne antagelsen. Vi velger origo for koordinatsystemet i sentrum av Sola,
og planetposisjonen betegner vi med r. Fordi gravitasjonskraften

GMm

K =—
r3

r,

der G er Newtons gravitasjonskonstant, er rettet langs radiusvektoren 7, er dreieimpulsen
L = r X p en bevegelseskonstant. Her er p = m# impulsen til planeten. At L= 0, folger av
Newtons andre lov,

p=K.

Vi har nemlig at

L=rxp+rxp=04+0=0.
Av Newtons andre lov fglger ogsa at energien

1 ., GMm p?> GMm
2 T 2m T

er bevart.

Ligningen L - » = 0 er en identitet, den sier at dreieimpulsen alltid er vinkelrett pa r, og
siden L er konstant, fglger det at planeten beveger seg i et plan vinkelrett pa L. Vi innfgrer
polarkoordinater (r, ) i dette planet, slik at de Kartesiske koordinatene (x,y) er z = r cos @,
y = rsinf. Det gir at komponenten av dreieimpulsen vinkelrett pd baneplanet er

L, = m(zy — y&) = m(r cos 0(7 sin 0 + r0 cos 8) — r sin (7 cos @ — rfsin b)) = mr26 ,

og at
1 GMm 1 L GM
E:Em(.i:2+:1)2)——m:§m(7‘2+r202)— m
T T

Bade L, og E er bevegelseskontanter. Siden
7 dr/dt dr

6 do/at  de’

har vi at

Eller ekvivalent,




Her kan vi innfgre Schwarzschild-radien til Sola,

2GM
R = G2 =3,0km,
c
og den dimensjonslgse variabelen
R 2GM
'(p = — = 5 .
r c’r

Det gir ligningen

v () () +) -

Derivasjon av denne ligningen gir at

L, \* (2% dv
= (2 il £ —1) 5.
0 ( (mcR) (d02 Ty a0
Sa sant di/df # 0, gir dette ligningen

d%y
T

1 (mcR)2
a== .
2\ L,
Einsteins modifiserte bevegelsesligning er

&%y 3 5
W + ’(,b =a-+ 5 ’lﬁ .

For Jorda, som eksempel, er = 1,5x 108 km = 5x 107 R, slik at 1 = 2x 108 Hastigheten
er v = 30 km/s = 10~%¢, og det gir at L, = rmv = 5 x 103mcR, slik at ogs& a = 2 x 1078.
Nar ¢ << 1, er det klart at 92 << ¢. Hvis vi i stedet innfgrer en variabel v = 9/a ~ 1, s
gir det ligningen

der a er konstant,

(12_u +u=1+ sa u?
dg? B 2
Som er den ligningen Strogatz oppgir, med o = 1 og med € = 3a/2 (e ~ 3 x 1078 for Jorda).
P& standard mate omskriver vi ligningen som to fgrsteordens ligninger,

du dv

—_— = —_— = _ 2
a0 v, a0 oa—u-+eu.

Vi har to fikspunkt, med v = 0 og & — u + eu? = 0, dvs.

1++/1—4ea 1 9 9
Det interessante fikspunktet er u_ = «. Det andre fikspunktet, u — + = 1/¢, dvs. at
9 = R/r =~ 2/3, er lite interessant, i hvert fall nar det gjelder solsystemet. Det gir r =

3R/2 = 4,5 km, dette er altsa like utenfor Schwarzschild-radien, midt inne i Sola.



At du/df = v = 0, betyr at radien r er konstant, altsa at planeten gar i sirkelbane. Det vi
har funnet ut na, er at for en gitt verdi av dreieimpulsen L, finnes det to mulige sirkelbaner,
og i Jorda sitt tilfelle er den ene av de to banene like utenfor Schwarzschild-radien.

Linearisering om et fikspunkt (u,v) gir Jacobi-matrisen

gu i 0 1 0 1
A = v v = = .

% % —14+2eu 0 +v1—4dea 0
Summen av egenverdiene er 7 = Tr A = 0 og produktet av dem er A = det A = F/1 — 4ea.
For det uinteressante fikspunktet u; er A < 0, der er den ene egenverdien positiv og den
andre negativ, slik at dette er et sadelpunkt. Et ustabilt fikspunkt kan ikke realiseres fysisk.
For det interessante fikspunktet u_ =~ « er A > 0, og siden 7 = 0, har vi der to rent
imaginaere egenverdier, hvilket er kjennetegnet pa et linezert senter. Spgrsmalet er sa om
dette fikspunktet, som er et senter i fglge lineariseringen, er et senter ogsa for den fullstendige
ikkelinezere bevegelsesligningen. En mulig metode for & bevise at det faktisk er et senter (et

ikkelinezert senter i Strogatz sin terminologi) er & vise at systemet er konservativt, gjerne ved
& finne eksplisitt en bevegelseskonstant. Ligningen

d?u n 4 ew?
— tu=a+eu
de?
kan integreres en gang etter at vi har multiplisert den med du/d#. Det gir bevegelseskonstan-
ten )
1/d 1 1 1 1 1
CZE(TZ) §u2—au—§eu3:502+§u2—au—§eu3.

Konklusjon: u_ er et senter (et ikkelinezrt senter). Godt er det, fordi det betyr at planet-
banene er stabile, i hvert fall marginalt stabile, slik at sma perturbasjoner av en bane ikke
vokser over alle grenser.

Hva mer er a si? Jo, vi kan beregne frekvensen for oscillasjoner omkring det marginalt
stabile fikspunktet u_. De to egenverdiene til Jacobi-matrisen A i dette fikspunktet er nemlig
+iw, der w er vinkelfrekvensen, og vi har altsa at

(iw)(—iw) = w? = A =1 — 4ea .

Det gir at
w:é/1—4ea~1—ea:1—e:1—3§.

Omsatt til fysiske realiteter betyr det at f.eks. vinkelen 81 mellom ett perihelpunkt til planeten
(punkt der planeten er naermest Sola), og det neste, er
27 27

6, = = 3 z27r(1+3—a):27r—l—3a7r.
w 1__2Q 2

For Jorda er som sagt a = 2 x 108, slik at den vinkelen som perihelpunktet flytter seg for
hvert omlgp, er 3 x 10~8 av et fullt omlgp. Denne effekten er ikke mélbar (??) for Jorda. Men
den er malbar for Merkur, som en liten effekt som blir igjen etter at innvirkningen fra de
andre planetene, forst og fremst Jupiter og Saturn, er trukket fra.

Pa 1850-tallet postulerte den franske astronomen Urbain Jean Joseph Leverrier en ny
planet innenfor Merkur som skulle kunne forklare den observerte perihelbevegelsen til Merkur



som ikke kunne forklares pa annen mate. Leverrier har sammen med John Adams @ren for
& ha forutsagt posisjonen til Neptun ut fra sma perturbasjoner i banen til Uranus, slik at
Johann Gottfried Galle kunne oppdage Neptun i 1846.

Legen og amatgrastronomen Edmond Modeste Lescarbault observerte en mgrk flekk mot
solskiven en gang i 1859, og foreslo at det kanskje kunne vare den hypotetiske planeten
innenfor Merkur. Leverrier annonserte straks at planeten var oppdaget, og den ble dgpt
Vulcan. Lescarbault, som var uskyldig i oppstyret som fulgte, fikk zereslegionen. Men dessverre
for de to franskmennene har det vist seg at Vulcan ikke eksisterer, og Einstein laget i 1915 en
ny gravitasjonsteori, den generelle relativitetsteorien, som ga en annen forklaring pa Merkurs
perihelbevegelse.

Strogatz, oppgave 6.5.19 (kaniner og rever)

a) Lotka—Volterras modell for rovdyr (“F” for “foxes”) og byttedyr (“R” for “rabbits”)
har formen ) .
R = R(a —bF) F = F(—c+dR),

med positive konstanter a, b, ¢, d. Vekstraten for kaninbestanden uten rever er a, i denne
modellen er det revebestanden og ingenting annet som begrenser veksten av kaninbe-
standen. Vekstraten for revebestanden uten kaniner er —c, i fglge denne modellen vil
altsa revene dg ut om det ikke finnes kaniner. Begge disse antagelsene er urealistiske.
En antagelse i modellen er tydeligvis at antallet kaniner som spises i et lite tidsintervall
er proporsjonalt med hvor ofte en rev og en kanin mgtes, og denne mgtefrekvensen er
rimeligvis proporsjonal med produktet RF'.

b) For & ga systematisk til verks med avdimensjonalisering setter vi
R = Ax, F = By, t=Cr,

der z, y og 7 skal vaere dimensjonslgse (R og F er allerede dimensjonslgse, siden de er
antall), og A, B og C er konstante koeffisienter. Innsatt i ligningene gir det:

A dz bB
T z(a — bBy) ax( ay),
B dy dA
7Y _ By(—c+dAz) = Bey (22w —1) |
Ca y(—c+ dAx) cy(cm )

Vi ser at for at ligningene skal fa den oppgitte formen, ma vi velge

c a 1 d
A=- B=— C=—-—=-.
d’ b’ a c
Det gir ligningene
dz
"= T =2(1-
o= =z(l-y),
dy
'= 2= -1
y =9 =wm-1),

med p=Cc=d.



c)

De dimensjonslgse ligningene gir at
! !

c=0-9), T,

og dermed
! !

prz-1)= -1-yL=o.
z Y

Denne ligningen kan integreres, og gir, med en integrasjonskonstant D,

pu(z —Inz) —Iny+y=D.

Modellen har to fikspunkt: (z,y) = (0,0) eller (1, 1). Jacobi-matrisen
oz’ da’
= py  plr—1)

er i fikspunktet (0,0) lik
1 0

(0

og i fikspunktet (1,1) lik

Vi ser at (0,0) er et sadelpunkt, med en negativ egenverdi —u og en positiv egenverdi 1.
Den stabile mangfoldigheten til fikspunktet er £ = 0: uten kaniner dgr revene ut. Den
ustabile mangfoldigheten er y = 0: uten rever gker antallet kaniner eksponensielt, over

alle grenser.

Det andre fikspunktet (1,1) er et senter i folge den lineariserte stabilitetsanalysen. Det
er ogsa et senter for de fulle ikkelinesere bevegelsesligningene, fordi det altsd finnes en
bevegelseskonstant, slik at bevegelsen ikke kan spiralere utover fra eller innover mot
dette fikspunktet. Hvilke som helst startverdier R > 0 og F' > 0 mai gi en periodisk
Igsning, det finnes rett og slett ingen andre muligheter. For eksempel kan ikke R — oo

eller F' — o0, det viser bevegelseskonstanten D.



